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Μαθηματικός

Περίληψη

Στο άρθρο αυτό προσπαθούμε να επισημάνου-
με και να περιγράψουμε τις πιο χαρακτηριστικές ε-
ξισώσεις που μπορεί να συναντήσει ο μαθητής στα
Μαθηματικά Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου. Για
την κάθε περίπτωση δίνουμε μερικά βασικά θεω-
ρητικά στοιχεία που δηλώνουν τη μορφή και υπο-
δεικνύουν στην ουσία τον τρόπο λύσης των ασκή-
σεων αυτών. Ακολουθούν μερικά χαρακτηριστικά
παραδείγματα για την κάθε περίπτωση, ώστε να
φανεί πιο συγκεκριμένα ο τρόπος ή οι τρόποι επί-
λυσης των εξισώσεων αυτών.

Ευχαριστίες

Ευχαριστώ τη συνάδελφο Φωτεινή Καλδή για
τις εύστοχες παρεμβάσεις της και το συνάδελφο
Χρήστο Κυριαζή που με μεράκι επιμελήθηκε το
κείμενο, κάνοντας χρήσιμες παρατηρήσεις.

Μεθοδος 1. Κάθε εξίσωση, μετά από πιθανή εκτέλεση
πράξεων ή κατάλληλους αλγεβρικούς μετασχηματισμούς
(πχ λογαριθμίζοντας ή πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη
με κατάλληλη μη μηδενιζόμενη παράσταση) έχει ή παίρνει
τη μορφή f(x) = 0, όπου f είναι κατάλληλη συνάρτηση, με
πεδίο ορισμού ένα σύνολο A, που είναι και το πεδίο ορι-
σμού της εξίσωσης. Υποθέτουμε ότι η εξίσωση αυτή δεν
μπορεί να λυθεί με αλγεβρικές μεθόδους.

1. ΄Εστω ότι για τη συνάρτηση f γνωρίζουμε ή μπορού-
με να αποδείξουμε ότι είναι 1−1. Προσπαθούμε τότε
να βρούμε με παρατήρηση έναν αριθμό a ∈ A, ώστε
f(a) = 0. Φέρνουμε λοιπόν την εξίσωση στη μορφή
f(x) = f(a), οπότε λόγω του 1 − 1 παίρνουμε:

f(x) = f(a) ⇔ x = a
Επομένως η μοναδική ρίζα της εξίσωσης είναι η
x = a.

2. Είναι συνήθως πιο εύκολο να αποδείξουμε ότι η συ-
νάρτηση f είναι γνησίως μονότονη. Στη συνέχεια
προσπαθούμε να εντοπίσουμε με παρατήρηση μια ρίζα
της εξίσωσης, δηλαδή αριθμό a ∈ A, ώστε f(a) = 0.

3. Εντοπίζουμε με παρατήρηση μια ρίζα και με απαγω-
γή σε άτοπο αποδεικνύουμε ότι η εξίσωση δεν έχει
άλλη ρίζα.

Εφαρμογη 1. Να λύσετε την εξίσωση:

(2x + 3x)2014 = (22014 + 32014)x
Λυση

Διαιρούμε και τα δύο μέλη με 32014xκαι η εξίσωση γίνεται
ισοδύναμα:

[(2
3
)x + 1] 2014 = [(2

3
) 2014 + 1]x.

Προφανής ρίζα είναι η τιμή x = 2014. Διακρίνουμε στη συ-
νέχεια τις περιπτώσεις x < 2014 , x > 2014. Στην πρώτη
πχ περίπτωση, όπου x < 2014, λόγω του γεγονότος ότι η
συνάρτηση

f(x) = (2
3
)x

είναι γνησίως φθίνουσα, ενώ η συνάρτηση

g(x) = ((2
3
) 2014 + 1)x

είναι γνησίως αύξουσα, παίρνουμε:

[(2
3
)x + 1]2014 > [(2

3
)2014 + 1]2014 > [(2

3
)2014 + 1]x

που σημαίνει ότι δεν υπάρχουν ρίζες μικρότερες του 2014.
΄Ομοια εργαζόμαστε και για x > 2014.
΄Αρα η μοναδική ρίζα της δοσμένης εξίσωσης είναι η

x = 2014.
Εφαρμογη 2. Δίνεται μια συνάρτηση f ορισμένη στο
R με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύουν οι
σχέσεις:

f(x) = −f(2 − x) και f ′(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R.
1. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως μονότονη.

2. Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0.
3. Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0, με μόνη την πληρο-
φορία ότι η f είναι παραγωγίσιμη, f(x) = −f(2−x)
και f ′(x) ≠ 0 για κάθε x ∈ R.

(Εξετάσεις 2003.)

Λυση
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1. Παρατηρούμε ότι επειδή η συνάρτηση f ′ είναι συνε-
χής και δεν μηδενίζεται, αυτή θα διατηρεί πρόσημο.
΄Ετσι, η f είναι γνησίως μονότονη και συγκεκριμένα:

• είναι γνησίως αύξουσα, αν η f ′είναι θετική.

• είναι γνησίως φθίνουσα, αν η f ′είναι αρνητική.

2. Παρατηρούμε ότι για x = 1 η δοσμένη σχέση δίνει:
f(1) = −f(2 − 1) ⇔ f(1) + f(1) = 0⇔

2f(1) = 0⇔ f(1) = 0.
Επομένως η τιμή x = 1 είναι ρίζα της εξίσωσης
f(x) = 0 και επειδή η f είναι γνησίως μονότονη,
η ρίζα αυτή είναι μοναδική.

3. Με τις νέες προϋποθέσεις δεν έχουμε εξασφαλισμένη
τη μονοτονία της f , αφού δεν γνωρίζουμε τη συνέ-
χεια της f ′. Μας αρκεί όμως η f να είναι 1 − 1 και
αυτό το πετυχαίνουμε με απαγωγή σε άτοπο. ΄Εστω
λοιπόν ότι η f δεν είναι 1−1. Υπάρχουν τότε a, b ∈ R
με a < b, ώστε f(a) = f(b). Για την f πληρούνται
στο [a, b] οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle,
οπότε υπάρχει x0 ∈ (a, b), τέτοιο, ώστε f ′(x0) = 0,
άτοπο. ΄Ετσι η f είναι 1 − 1, οπότε

f(x) = 0⇔ f(x) = f(1)⇔ x = 1. ∎
Εφαρμογη 3. Να λύσετε την εξίσωση e−x = x2 + 1.
Λυση

Σύμφωνα με τα σχόλια και την ανάλυση της μεθόδου, πρώ-
τα εξετάζουμε αν μπορούμε να εντοπίσουμε ρίζα. Πράγμα-
τι, η τιμή x = 0 είναι λύση της εξίσωσης. Φέρνουμε όλους
τους όρους στο α΄ μέλος και θεωρούμε τη συνάρτηση

f(x) = e−x − x2 − 1.
Είναι

f ′(x) = (e−x − x2 − 1)′ = −e−x − 2x
και

f ′′(x) = (−e−x − 2x)′ = e−x − 2.
Φαίνεται όμως με την πρώτη ματιά ότι αφού η πρώτη πα-
ράγωγος δε δίνει αμέσως ρίζα και πρόσημο, ενώ η δεύτερη
παράγωγος δε διατηρεί πρόσημο, δεν είναι κακή σκέψη να
αλλάξουμε τη μορφή της εξίσωσης και αν χρειαστεί, επα-
νερχόμαστε. Είναι λοιπόν:

e−x = x2 + 1⇔ (x2 + 1)ex = 1⇔ (x2 + 1)ex − 1 = 0
Ας θεωρήσουμε επομένως τη συνάρτηση

f(x) = (x2 + 1)ex − 1 , x ∈ R.
Είναι:

• f(0) = 0
• f ′(x) = ((x2 + 1)ex − 1)′ = ex(x + 1)2 > 0 , x ≠ −1

Η συνάρτηση λοιπόν f είναι γνησίως μονότονη, οπότε η
τιμή x = 0 είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0,
συνεπώς και της αρχικής εξίσωσης. ∎
Σχόλιο

Να σημειώσουμε ότι θα μπορούσαμε να συνεχίσουμε την
πρώτη μας προσπάθεια, η διαδικασία όμως θα ήταν πιο πο-
λύπλοκη διότι θα έπρεπε να βρούμε το πρόσημο της f ′′, τη
μονοτονία και το πρόσημο της f ′ και τελικά τη μονοτονία
της

f(x) = e−x − x2 − 1.
Ας το επιχειρήσει μόνος του ο απαιτητικός μαθητής. Ω-
στόσο, μια πολύ εύκολη ενέργεια κατέστησε την λύση της
άσκησης πολύ πιο απλή. Υπάρχουν περιπτώσεις που χωρίς
τον κατάλληλο μετασχηματισμό της εξίσωσης η επίλυσή
της είναι δυσχερής ή αδύνατη.

Μεθοδος 2. Φέρνουμε την εξίσωση στη μορφή

f(x) = f(α)
και αποδεικνύουμε ότι το α είναι το μοναδικό σημείο, στο
οποίο η συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ακρότατο. Αυτό συ-
νήθως το πετυχαίνουμε με το να αποδείξουμε ότι η συνάρ-
τηση f αλλάζει μονοτονία μόνο στο x = α. Για το λόγο
αυτό μελετάμε αρχικά την f ως προς τη μονοτονία και τα
ακρότατα. Στη συνέχεια, αν το α είναι το μοναδικό ση-
μείο, στο οποίο η συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ακρότατο,
τότε με τη βοήθεια του ορισμού της μονοτονίας προκύπτει
ότι f(x) ≠ f(α) για κάθε x ≠ α. ΄Ετσι το x = α είναι η
μοναδική ρίζα.

Εφαρμογη 4. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = lnx + x + 1
x

.

1. Να μελετηθεί η συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία.

2. Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 2.
3. Να λυθεί η εξίσωση

f(x2 + 1) + f(x4 + 1) = 4.
Λυση

1. Η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το Df = (0,+∞).
Είναι:

f ′(x) = (lnx + x + 1
x
)′ = 1

x
− 1

x2
= x − 1

x2
.

Από το πρόσημο της f ′ προκύπτει ότι η f είναι:
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• Γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0,1].
• Γνησίως αύξουσα στο διάστημα [1,+∞).

2. Από τη μονοτονία της f προκύπτει ότι το f(1) = 2
είναι ολικό ελάχιστο της f και μάλιστα αυτό παρου-
σιάζεται μόνο στη θέση x0 = 1. Αυτό σημαίνει ότι
είναι f(x) > 2 για κάθε x ≠ 1. ΄Αρα η μοναδική ρίζα
της εξίσωσης f(x) = 2 είναι η x = 2.
Σχόλιο

Μπορούμε να εργαστούμε πιο αναλυτικά ως εξής:

• Αν x < 1, τότε f(x) > f(1) = 2, δηλαδή
f(x) > 2. Αυτό σημαίνει ότι f(x) ≠ 2 για x < 1.

• Αν x > 1, τότε f(x) > f(1) = 2, δηλαδή
f(x) > 2. Αυτό σημαίνει ότι f(x) ≠ 2 για x > 1.

Επομένως η μοναδική ρίζα της εξίσωσης είναι η x = 1.
3. Παρατηρούμε ότι η εξίσωση

f(x2 + 1) + f(x4 + 1) = 4
αληθεύει για x = 0. Αυτή η ρίζα είναι η μοναδική,
αφού για κάθε άλλη τιμή του x είναι x2 + 1 ≠ 1 και
x4 + 1 ≠ 1, οπότε

f(x2 + 1) > 2 και f(x4 + 1) > 2,
δηλαδή

f(x2 + 1) + f(x4 + 1) > 2 + 2 = 4.
΄Αρα

f(x2 + 1) + f(x4 + 1) = 4⇔ x = 0. ∎
Εφαρμογη 5. Να λύσετε την εξίσωση

x3 + 3x + 6x lnx + 2 = 6x2.
Υποδειξη

Αν f(x) = x3 + 3x + 6x lnx + 2 − 6x2, με x > 0, τότε:

f ′ (x) = 3x2 + 6 lnx + 9 − 12x
και

f ′ ′(x) = 6x + 6

x
− 12 = 6(x − 1)2

x
.

΄Ετσι, αφού f(1) = f ′(1) = 0, η f ′ είναι γνησίως αύξουσα
και τελικά η f αλλάζει μονοτονία μόνο στο x = 1. ΄Αρα:

• Για x > 1 είναι f(x) > f(1) = 0
• Για 0 < x < 1 είναι f(x) > f(1) = 0

Επομένως είναι f(x) > 0 για κάθε x ≠ 1. Συνεπώς μονα-
δική ρίζα της f είναι η x = 1. ∎
Μεθοδος 3. Αν η εξίσωση έχει σχετικά πολύπλοκη
μορφή, προσπαθούμε να τη φέρουμε στη μορφή f((g(x)) =
f(h(x)), όπου f είναι μια κατάλληλη 1− 1 συνάρτηση. Ε-
πομένως θα είναι:

f((g(x)) = f(h(x))⇔ g(x) = h(x).
Η νέα εξίσωση είτε λύνεται αλγεβρικά, είτε λύνεται όπως
στις μεθόδους που περιγράψαμε παραπάνω.

Εφαρμογη 6. Να λύσετε την εξίσωση:

2(x2 − 3x + 2) = ln [(3x − 2)2 + 1
x4 + 1 ]

Εξετάσεις 2010.

Λυση

Βλέπουμε αρχικά ότι η εξίσωση έχει νόημα (ορίζεται) σε
όλο το R. Είναι φανερό ότι μάλλον πρέπει να εξετάσου-
με μήπως η εξίσωση παίρνει μια πιο καλή μορφή και όχι
να θεωρήσουμε για μελέτη τη συνάρτηση της διαφοράς.
Παρατηρούμε λοιπόν ότι:

2(x2 − 3x + 2) = ln [ (3x−2)2+1
x4+1 ]⇔

ln((3x − 2)2 + 1) + 2(3x − 2) = ln(x4 + 1) + 2x2⇔
ln((3x − 2)2 + 1) + 2(3x − 2) = ln((x2)2 + 1) + 2x2

Αν λοιπόν θεωρήσουμε τη συνάρτηση

f(x) = ln(x2 + 1) + 2x,
τότε η εξίσωση παίρνει τη μορφή:

ln((3x − 2)2 + 1) + 2(3x − 2) = ln((x2)2 + 1) + 2x2⇔
f(3x − 2) = f(x2)

Θα μελετήσουμε επομένως την f ως προς τη μονοτονία.
Είναι

f ′(x) = (ln(x2 + 1) + 2x)′ = 2x

x2 + 1 + 2 = 2
x2 + x + 1
x2 + 1 > 0.

Αφού λοιπόν η παράγωγος της f είναι θετική σε όλο το
R, η f είναι γνησίως αύξουσα. Είναι επομένως και 1 − 1,
οπότε η εξίσωση γίνεται:

f(3x − 2) + f(x2)⇔ 3x − 2 = x2⇔
x2 − 3x + 2 = 0⇔
(x = 2 ή x = 1).

Και οι δύο αυτές τιμές είναι δεκτές, μιας και δεν έχουμε
περιορισμούς. ∎
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Εφαρμογη 7. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex−ln(xex).
Να λυθεί η εξίσωση:

f(x4 + 3) + f(x2 + 1) = f(x4 + 1) + f(x2 + 3).
Λυση

Η εξίσωση αλλάζοντας τη θέση των όρων παίρνει τη μορ-
φή:

f(x4 + 3) − f(x4 + 1) = f(x2 + 3) − f(x2 + 1).
Είναι

• f(x) = ex − ln(xex) = ex − x − lnx , µε x > 0
• f ′(x) = (ex − x − lnx)′ = ex − 1

x
− 1 και

f ′′(x) = (ex − 1

x
− 1)′ = ex + 1

x2
> 0 , x > 0.

Επομένως η f ′ είναι γνησίως αύξουσα. Η μορφή της εξί-
σωσης μας οδηγεί να θεωρήσουμε τη συνάρτηση

g(x) = f(x + 2) − f(x),
αφού έτσι η εξίσωση παίρνει τη μορφή

g(x4 + 1) = g(x2 + 1), με x ∈ R.
Είναι όμως: g′(x) = f ′(x + 2) − f ′(x) > 0 διότι η f ′ είναι
γνησίως αύξουσα και x + 2 > x. ΄Αρα η g είναι γνησίως
αύξουσα, συνεπώς είναι και 1−1. ΄Ετσι, τελικά παίρνουμε:

g(x4 + 1) = g(x2 + 1)⇔
x4 + 1 = x2 + 1⇔ x4 − x2 = 0⇔

x2(x2 − 1) = 0⇔
(x = 0 ή x = 1 ή x = −1).

Σχόλιο

Η δοσμένη εξίσωση παραπέμπει προφανώς και στο θεώρη-
μα μέσης τιμής. Προφανείς ρίζες είναι οι x = 0, x = 1,
x = −1. Θα αποδείξουμε ότι δεν έχει άλλες. ΄Ομως για
την εφαρμογή του ΘΜΤ είναι απαραίτητη η διάταξη των
αριθμών x2 + 1 , x2 + 3 , x4 + 1 , x4 + 3. Είναι προφανώς

x2 + 1 < x2 + 3 και x4 + 1 < x4 + 3.
΄Ετσι ξεκινάμε με τη διάταξη των x2+3, x4+1 και βλέπουμε
τελικά ότι:

• Αν ∣x∣ ≥ √2, τότε
x2 + 1 < x2 + 3 < x4 + 1 < x4 + 3.

• Αν 1 < ∣x∣ < √2, τότε
x2 + 1 < x4 + 1 < x2 + 3 < x4 + 3.

• Αν 0 < ∣x∣ < 1, τότε

x4 + 1 < x2 + 1 < x4 + 3 < x2 + 3.
Αν λοιπόν εφαρμόσουμε ΘΜΤ στην πρώτη περίπτωση στα
διαστήματα [x2 + 1 , x2 + 3] και [x4 + 1 , x4 + 3], τότε η
εξίσωση γίνεται:

f(x2 + 3) − f(x2 + 1) = f(x4 + 3) − f(x4 + 1)⇔
2f ′(x1) = 2f ′(x2)⇔ x1 = x2,

με x1 ∈ (x2 + 1 , x2 + 3) και x2 ∈ ( x4 + 1 , x4 + 3). Αλλά
η σχέση x1 = x2 οδηγεί σε άτοπο.
΄Ομοια, σε άτοπο οδηγούμαστε και στις άλλες περιπτώσεις.∎
Μεθοδος 4. Σε ορισμένες, πιο σπάνιες περιπτώσεις,
πιθανόν να χρειαστεί να εντοπίσουμε με παρατήρηση δύο
ή περισσότερες ρίζες και να αποδείξουμε ότι οι ρίζες αυ-
τές είναι οι μοναδικές. Αυτό μπορεί να γίνει και ως εξής:
Υποθέτουμε ότι η εξίσωση (που παίρνει ή έχει τη μορφή
f(x) = 0 ) έχει π.χ τουλάχιστον τρεις ρίζες, οπότε με δια-
δοχικές εφαρμογές του θεωρήματος Rolle για τις f, f ′, f ′′

προσπαθούμε να καταλήξουμε σε άτοπο.

Εφαρμογη 8. Να λύσετε την εξίσωση

2
x + 32x = 9x + 2.

Λυση

Παρατηρούμε ότι οι αριθμοί x = 0, x = 1 επαληθεύουν την
εξίσωση, οπότε είναι ρίζες. Θα αποδείξουμε με τη μέθοδο
της απαγωγής σε άτοπο ότι αυτές οι λύσεις είναι οι μο-
ναδικές. ΄Εστω λοιπόν ότι υπάρχει και άλλη λύση και ας
ονομάσουμε a, b, c τις τρεις (τουλάχιστον) από τις ρίζες
της εξίσωσης, με a < b < c. Είναι προφανές ότι δύο από
τους αριθμούς a, b, c είναι οι 0 και 1. Η εξίσωση μας οδηγεί
στη συνάρτηση

f(x) = 2x + 32x − 9x − 2.
Είναι τότε f(a) = f(b) = f(c) = 0. Από το θεώρημα Rol-
le για την f υπάρχουν x1 ∈ (a, b) και x2 ∈ (b, c) τέτοια,
ώστε: f ′(x1) = 0 και f ′(x2) = 0. Επίσης, πάλι από το
θεώρημα του Rolle αλλά για την f ′, υπάρχει ξ ∈ (x1, x2),
με f ′′(ξ) = 0. Είναι όμως:

f ′(x) = 2x ln 2 + 2 ⋅ 32x ln 2 − 9
και

f ′′ (x) = 2xln22 + 4 ⋅ 32xln22 > 0.
Αλλά η τελευταία σχέση με την f ′′(ξ) = 0 οδηγούν σε
άτοπο. Η εξίσωση λοιπόν δεν μπορεί να έχει τρεις ή πε-
ρισσότερες ρίζες, οπότε οι λύσεις της είναι αναγκαστικά οι
x = 0, x = 1.∎
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Εφαρμογη 9. Να λύσετε την εξίσωση

2
x
+ 3

x
+ 6

x = 3x2 + 5x + 3.
Υποδειξη

Προφανείς ρίζες είναι οι x = 0, x = 1, x = −1. Ας υποθέ-
σουμε ότι έχουμε τέσσερις τουλάχιστον ρίζες, τις a, b, c, d
με a < b < c < d. ΄Οπως στην προηγούμενη εφαρμογή, πά-
λι με διαδοχικές εφαρμογές του θεωρήματος Rolle για τη
συνάρτηση

f(x) = 2x + 3x + 6x − 3x2 − 5x − 3,
θα πρέπει να υπάρχει ξ με f (3)(ξ) = 0. Αυτό όμως είναι
άτοπο, διότι:

f (3)(x) = 2xln32 + 3xln32 + 6xln36 > 0.

Εφαρμογη 10. ΄Εστω f ∶ R→ R κυρτή συνάρτηση και
α ∈ R. Να λύσετε την εξίσωση:

f(x) = f(α) + f ′(α)(x − α).
Λυση

Παρατηρούμε ότι προφανής ρίζα της εξίσωσης είναι η x = α.
΄Εστω ότι υπάρχει και άλλη ρίζα x της εξίσωσης με x ≠ α,
πχ x > α. Σύμφωνα με το ΘΜΤ, υπάρχει ξ ∈ (α,x), τέτοιο
ώστε:

f ′(ξ) = f(x) − f(α)
x −α

⇔ f(x) = f(α) + f ′(ξ)(x − α)
Επομένως η εξίσωση παίρνει τη μορφή:

f(x) = f(α) + f ′(α)(x −α)⇔
f(α) + f ′(ξ)(x − α) = f(α) + f ′(α)(x −α)⇔

f ′(ξ)(x − α) = f ′(α)(x −α)⇔f ′(ξ) = f ′(α)⇔ξ = α
διότι η f είναι κυρτή, οπότε η f ′, ως γνησίως αύξουσα,
είναι 1 − 1. Αλλά η σχέση ξ = α οδηγεί σε άτοπο, διότι
ξ ∈ (α,x) που σημαίνει ότι ξ ≠ α. ΄Ομοια καταλήγουμε σε
άτοπο, αν δεχθούμε ότι υπάρχει ρίζα x της εξίσωσης με
x < α. ΄Αρα η μοναδική ρίζα της δοσμένης εξίσωσης είναι
η x = α.
΄Αλλος τρόπος

Η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf στο σημείο της
M(α,f(α)) είναι η εξής:
(ε) ∶ y −f(α) = f ′(α)(x−α)⇔ y = f(α)+f ′(α)(x−α).
Αλλά η f είναι κυρτή, οπότε η γραφική της παράσταση εί-
ναι πάνω από την εφαπτομένη (ε), με εξαίρεση το σημείο
επαφής M(α,f(α)). ΄Ετσι, για x ≠ α ισχύει ότι:

f(x) > y⇔ f(x) > f(α) + f ′(α)(x −α).
Αφού το x = α είναι ρίζα της δοσμένης εξίσωσης, από
την παραπάνω σχέση συμπεραίνουμε ότι αυτή είναι και η
μοναδική. ∎

Το θεώρημα μέσης τιμής στη λύση εξι-
σώσεων. Μια αξιοσημείωτη περίπτωση.

Εφαρμογη 11. Να λυθεί η εξίσωση

3
x
+5

x =2x + 6
x.

Λυση

΄Εστω x ρίζα της εξίσωσης, δηλαδή

3
x
+ 5

x = 2x + 6x
ή ισοδύναμα

3
x
− 2

x = 6x − 5x (1).
Θεωρούμε τη συνάρτηση

f(t) = tx, t > 0.
Με εφαρμογή του Θεωρήματος Μέσης Τιμής στα διαστή-
ματα [2 , 3] , [5 , 6 ] προκύπτει ότι υπάρχουν a ∈ (2,3) και
b ∈ (5,6), τέτοια, ώστε:

f ′ (a) = 3x − 2x, f ′ (b) = 6x − 5x.
Επομένως, λόγω της σχέσης (1) είναι:

f ′(a) = f ′(b).
Επειδή f ′(t) = xtx−1 προκύπτει ότι:

xax−1 = xbx−1⇔ x(a
b
)x−1 = 0⇔ (x = 0 ή x = 1).

Οι τιμές 0, 1 ικανοποιούν την εξίσωση, οπότε αυτές είναι
και οι μοναδικές ρίζες της. Τονίζουμε ότι είναι απαραίτητο
να κάνουμε επαλήθευση, διότι στις τιμές αυτές φτάσαμε με
την υπόθεση ότι η εξίσωση έχει λύση, κάτι όμως που δεν
είναι απαραίτητο να συμβαίνει. ∎

Εφαρμογη 12. Αν η συνάρτηση f ∶ (0,+∞) → R είναι
παραγωγίσιμη και η f ′ είναι γνησίως μονότονη, να λυθεί η
εξίσωση:

f(1 + x − x2) + f(x2) = f(1) + f(x).
Λυση

Η εξίσωση γράφεται:

f(1) + f(x) = f(1 + x − x2) + f(x2)
⇔ f(1) − f(1 + x − x2) = f(x2) − f(x).

Παρατηρούμε ότι προφανής ρίζα της εξίσωσης είναι η x = 1.
Θα αποδείξουμε ότι αυτή είναι και η μοναδική. Διακρίνουμε
τις περιπτώσεις.
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• Αν x > 1, τότε 1 + x − x2 < 1 < x < x2.
Από το ΘΜΤ υπάρχουν:

– ξ1 ∈ (1 + x − x2,1) τέτοιο, ώστε
f ′(ξ1) = f(1) − f(1 + x − x2)

1 − (1 + x − x2) =
f(1) − f(1 + x − x2)

x2 − x

– ξ2 ∈ (x,x2) τέτοιο, ώστε
f ′(ξ2) = f(x2) − f(x)

x2 − x

Επειδή η f ′ είναι γνησίως μονότονη και ξ1 < ξ2, είναι
f ′(ξ1) ≠ f ′(ξ2), οπότε

f(1) − f(1 + x − x2)
x2 − x

≠ f(x2) − f(x)
x2 − x

⇔

f(1) − f(1 + x − x2) ≠ f(x2) − f(x).
΄Αρα δεν υπάρχει λύση της εξίσωσης στο διάστημα(1,+∞).

• Αν 0 < x < 1, τότε x2 < x < 1 < 1 + x − x2, τό-
τε εργαζόμαστε τελείως ανάλογα στα διαστήματα[x2, x] , [1,1+x−x2] και καταλήγουμε ότι δεν μπο-
ρεί να έχουμε ρίζα στο διάστημα (0,1). Μοναδική
λοιπόν ρίζα της εξίσωσης είναι η x = 1. ∎

Μεθοδος 5. Υπάρχει μια ειδική κατηγορία εξισώσεων,
που έχουν τη γενική μορφή:

f(a(x)) + f(b(x)) = f(d(x)) + f(g(x)).
Στις εξισώσεις αυτές προσπαθούμε αρχικά να αποδείξουμε
ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως μονότονη. Στη συνέ-
χεια, αφού εντοπίσουμε μια ρίζα ρ της δοσμένης εξίσωσης,
προσπαθούμε με τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο να α-
ποδείξουμε ότι η εξίσωση δεν έχει άλλη ρίζα. Αυτό το
πετυχαίνουμε διακρίνοντας τις περιπτώσεις x < ρ, x > ρ,
συγκρίνοντας τις ποσότητες a(x), b(x), d(x), g(x) κατάλ-
ληλα ανά δύο και χρησιμοποιώντας το είδος της μονοτονίας
της συνάρτησης f .

Εφαρμογη 13. Να λυθεί η εξίσωση

2
x
ln(2x + 1)+ 4x ln(4x + 1) = 3x ln(3x + 1) + 5x ln(5x + 1).

Λυση

Μια προφανής ρίζα είναι η x = 0. Παρατηρούμε ότι αν
θεωρήσουμε τη συνάρτηση

f(x) = x ln(x + 1) , µε x > −1,

τότε η εξίσωση παίρνει τη μορφή:

f(2x) + f(4x) = f(3x) + f(5x)
Είναι όμως:

f ′(x) = ln(x + 1) + x

x + 1
= ln(x + 1) + 1 − 1

x + 1

και

f ′′(x) = 1

x + 1
+

1

(x + 1)2 > 0.
Είναι f ′(0) = 0 και η συνάρτηση f ′ είναι γνησίως αύξουσα.
΄Αρα η f ′ είναι αρνητική στο διάστημα (−1,0) και θετική
στο (0,+∞). Η συνάρτηση f είναι λοιπόν γνησίως φθί-
νουσα στο (−1,0] και γνησίως αύξουσα στο [0,+∞).

• Για x < 0 είναι 2x > 3
x και 4x > 5

x, οπότε
f(2x) > f(4x) και f(4x) > f(5x), διότι οι αριθμοί
2
x,3x,4x,5x ανήκουν στο διάστημα (0,+∞).Αυτές
με πρόσθεση κατά μέλη δίνουν:

f(2x) + f(4x) > f(3x) + f(5x).
• Για x > 0 είναι 2x < 3

x και 4x < 5
x, οπότε

f(2x) < f(4x) και f(4x) < f(5x), διότι οι α-
ριθμοί 2x,3x,4x,5x ανήκουν επίσης στο διάστημα(0,+∞).Αυτές με πρόσθεση κατά μέλη δίνουν:

f(2x) + f(4x) < f(3x) + f(5x).
Επομένως η εξίσωση f(2x) + f(4x) = f(3x) + f(5x) δεν
έχει άλλη ρίζα εκτός από την x = 0. ∎
Μεθοδος 6. Σε ορισμένες περιπτώσεις εντοπίζουμε ρί-
ζες με παρατήρηση, αλλά η μοναδικότητα αυτών των ριζών
εξασφαλίζεται μόνο με την εύρεση των διαστημάτων της
μονοτονίας. ΄Ετσι, αν η βοηθητική συνάρτηση f αλλάζει
μονοτονία μόνο μια φορά και στο καθένα από τα διαστήμα-
τα που δημιουργούνται έχουμε ρίζα, τότε η εξίσωση έχει
δύο ακριβώς ρίζες και η διαδικασία επίλυσης έχει ολοκλη-
ρωθεί.

Εφαρμογη 14. Να λυθεί η εξίσωση

4
x = x4 , x > 0

Λυση

Δύο προφανείς ρίζες της εξίσωσης είναι οι x = 2 , x = 4. Θα
αποδείξουμε ότι αυτές είναι και οι μοναδικές. Λογαριθμί-
ζοντας βλέπουμε ότι εξίσωση παίρνει την ισοδύναμη μορφή
lnx
x
= ln 4

4 . Θεωρούμε λοιπόν τη συνάρτηση f(x) = lnx
x
και

βρίσκουμε ότι:

• f ′(x) = 1−lnx
x2 , x > 0

• Η f είναι γνησίως αύξουσα στο (0, e] και γνησίως
φθίνουσα στο [e,+∞).
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΄Ετσι, αφού 2 < e και 4 > e, βλέπουμε ότι:
• Στο διάστημα (0, e] είναι

lnx

x
= ln 4

4
⇔ lnx

x
= ln 2

2
⇔ f(x) = f(2)⇔ x = 2.

• Στο διάστημα [e,+∞) είναι
lnx

x
= ln 4

4
⇔ f(x) = f(4)⇔ x = 4.

Επομένως οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι x = 2, x = 4. ∎
Σχόλιο

Οι συναρτήσεις f(x) = 4x , g(x) = x4 είναι προφανώς
κυρτές. Αν τις σχεδιάσει κάποιος κάπως ικανοποιητικά,
η διαίσθησή του θα τον οδηγήσει στο συμπέρασμα ότι οι
γραφικές τους παραστάσεις έχουν δύο ακριβώς κοινά ση-
μεία, οπότε αυτά είναι και τα μοναδικά. Αυτό ωστόσο,
είναι γενικά τελείως παραπλανητικό, διότι οι γραφικές πα-
ραστάσεις δύο κυρτών (ή κοίλων αντίστοιχα) συναρτήσεων
μπορεί να έχουν οσαδήποτε κοινά σημεία, δηλαδή κανένα,
ένα, δύο και γενικά n, όπου n ∈ N.
Οι συγκεκριμένες γραφικές παραστάσεις, δηλαδή οι

γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

f(x) = 2x , g(x) = x2

έχουν ακριβώς τρία κοινά σημεία. Τα δύο από αυτά έχουν
τετμημένες x = 2 , x = 4 και το τρίτο έχει αρνητική τετμη-
μένη που δεν προσδιορίζεται.
Στο παρακάτω διάγραμμα βλέπουμε - για πρακτικούς

λόγους - τις γραφικές παραστάσεις των κυρτών συναρτήσε-
ων f(x) = 2x και g(x) = x2 που έχουν τρία κοινά σημεία.
Στο σύνολο των θετικών αριθμών η εξίσωση 2x = x2, ό-
πως προκύπτει από το σχήμα, έχει μόνο δύο λύσεις, τις
x = 2, x = 4.

Μεθοδος 7. (Εξίσωση με ολοκλήρωμα) Η εξί-
σωση έχει ή παίρνει συνήθως τη μορφή

∫
g(x)

a
f(t)dt = 0,

όπου f είναι συνεχής συνάρτηση. Στην περίπτωση αυτή
αποδεικνύουμε πρώτα ότι η f είναι θετική (ή αρνητική)
στο διάστημα ∆. Στη συνέχεια θεωρούμε τη συνάρτηση
H(x) = ∫ x

a f(t)dt , x ∈ ∆ και παρατηρούμε ότι η εξίσωση
παίρνει τη μορφή

H(g(x)) = 0 =H(a) (1).
Είναι όμως H ′(x) = f(x) > 0 (ή H ′(x) = f(x) < 0), οπότε
η συνάρτηση H είναι γνησίως μονότονη. ΄Ετσι η εξίσωση
(1) ισοδύναμα γίνεται

H(g(x)) =H(a) ⇔ g(x) = a.
Στη συνέχεια λύνουμε την νέα εξίσωση είτε αλγεβρικά,
είτε με τις μεθόδους που περιγράψαμε παραπάνω.

΄Αλλος τρόπος

Αφού αποδείξουμε ότι η συνάρτηση f διατηρεί πρόσημο,
μπορούμε να εργαστούμε και ως εξής. Ας υποθέσουμε πχ
ότι f(x) > 0 , x ∈ ∆.

• Αν ήταν a < g(x)για κάποιο x ∈∆, τότε θα ήταν και
∫

g(x)

a
f(t)dt > 0,

άτοπο.

• Αν ήταν a > g(x) για κάποιο x ∈∆, τότε θα ήταν
∫

g(x)

a
f(t)dt < 0,

άτοπο.

Επομένως, αναγκαστικά παίρνουμε:

∫
g(x)

a
f(t)dt = 0⇔ g(x) = a

Ανάλογα εργαζόμαστε αν η συνάρτηση f είναι αρνητική.
Επίσης με τον ίδιο τρόπο εργαζόμαστε αν και τα δύο άκρα
ολοκλήρωσης είναι μεταβλητά, δηλαδή είναι μη σταθερές
συναρτήσεις του x.

΄Αλλος τρόπος

Σε αρκετές επίσης περιπτώσεις σύντομες λύσεις πετυχαί-
νουμε με εφαρμογή του Θεωρήματος Μέσης Τιμής για το
Ολοκλήρωμα. Σύμφωνα με αυτό, αν η συνάρτηση f είναι
συνεχής στο [a, b], τότε υπάρχει c ∈ (a, b) τέτοιο, ώστε:

∫
b

a
f(t)dt = f(c)(b − a).

Αν λοιπόν είναι f(t) ≠ 0 για κάθε t ∈ ∆, τότε παίρνουμε
ότι

∫
g(x)

a
f(t)dt = 0⇔ f(c)(g(x) − a) = 0⇔ g(x) = a.
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Εφαρμογη 15. Να λύσετε την εξίσωση

∫
ex

1

√
t2 + 1dt = 0.

Λυση

Θεωρούμε τη συνάρτηση

g(x) = ∫ x

1

√
t2 + 1dt , x ∈ R.

Η g είναι παραγωγίσιμη με:

g′(x) = (∫ x

1

√
t2 + 1dt )′ =√x2 + 1 > 0

για κάθε x ∈ R. Η συνάρτηση g είναι λοιπόν γνησίως αύ-
ξουσα, άρα και 1 − 1. ΄Ετσι η εξίσωση γίνεται:

∫
ex

1

√
t2 + 1dt = 0⇔ g(ex) = 0⇔

g(ex) = g(1)⇔ ex = 1⇔ x = 0.
΄Αλλος τρόπος

Επειδή
√
t2 + 1 > 0 και επιπλέον η συνάρτηση h(t) =√

t2 + 1 είναι συνεχής στο R, είναι ∫ b
a

√
t2 + 1dt ≠ 0 για

κάθε a ≠ b και πιο συγκεκριμένα:
• Αν a < b, τότε ∫ b

a

√
t2 + 1dt > 0

• Αν a > b, τότε ∫ b
a

√
t2 + 1dt < 0

Σύμφωνα με τα παραπάνω παίρνουμε:

∫
ex

1

√
t2 + 1dt = 0⇔ ex = 1⇔ x = 0.∎

Εφαρμογη 16. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = { ex−1
x

αν x ≠ 0
1 αν x = 0

1. Να αποδείξετε ότι η f είναι συνεχής στο σημείο
x0 = 0 και στη συνέχεια ότι είναι γνησίως αύξου-
σα.

2. Να λύσετε την εξίσωση ∫ 2f ′(x)
1 f(u)du = 0.

Εξετάσεις 2014.

Λυση

1. Είναι lim
x→0

f(x) = lim
x→0

ex−1
x

( 0
0
)= lim
x→0

ex

1 = 1 = f(0).
΄Αρα η f είναι συνεχής στο x0 = 0. Για x ≠ 0 είναι

f ′(x) = xex − ex + 1

x2
= h(x)

x2

όπου h(x) = xex − ex + 1. Το πρόσημο της h κα-
θορίζει το πρόσημο της f ′. Η συνάρτηση h είναι
παραγωγίσιμη σε όλο το R με h′(x) = xex. Επίσης
είναι

h′(x) = 0⇔ x = 0.

• h′(x) > 0 ⇔ x > 0. ΄Αρα η h είναι γνησίως
αύξουσα στο [0,+∞).

• h′(x) < 0 ⇔ x < 0. ΄Αρα η h είναι γνησίως
φθίνουσα στο (−∞,0].

x

f ′(x)

f

−∞ 0 +∞

− 0 +

00

Συνεπώς για x > 0 έχουμε
h(x) > h(0)⇔ f ′(x) > 0.

΄Ομοια, για x < 0 έχουμε
h(x) > h(0)⇔ f ′(x) > 0.

Τελικά, αφού f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (−∞,0) ∪(0,+∞) και η f είναι συνεχής στο x0 = 0, η συ-
νάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το R.

2. Θα βρούμε αρχικά την παράγωγο της f στο 0 με τη
χρήση του ορισμού.

lim
x→0

f(x) − f(0)
x − 0

= lim
x→0

ex − x − 1

x2

( 0
0
)=

lim
x→0

ex − 1

2x

( 0
0
)= lim
x→0

ex − 1

2
= 1

2
∈ R

΄Αρα η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 με f ′(0) = 1
2 .

Θεωρούμε τη συνάρτηση

F (x) = ∫ x

1
f(t)dt με x ∈ R.

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση παίρνει τη μορφή:

F (2f ′(x)) = F (1) (1)
Αλλά F ′(x) = (∫ x

1 f(t)dt)′ = f(x) > 0 για κάθε
x ∈ R. Επομένως η F είναι γνησίως αύξουσα, ο-
πότε είναι και 1 - 1. Η εξίσωση λοιπόν (1) γίνεται
ισοδύναμα:

F (2f ′(x)) = F (1)⇔ 2f ′(x) = 1⇔
f ′(x) = 1

2
⇔ f ′(x) = f ′(0)

΄Οπως στο πρώτο ερώτημα προκύπτει ότι η συνάρτη-
ση f είναι κυρτή. ΄Ετσι, η f ′, ως γνησίως αύξουσα,
είναι και 1 − 1, οπότε παίρνουμε:

f ′(x) = f ′(0)⇔ x = 0.
8



Να σημειώσουμε ότι αντί της συγκεκριμένης αρχικής, μπο-
ρούμε να θεωρήσουμε τυχαία αρχική F της f και να εργα-
στούμε εντελώς ανάλογα.

΄Αλλος τρόπος

Παρατηρούμε ότι η x = 0 είναι προφανής λύση της δοσμέ-
νης εξίσωσης αφού για x = 0 το πρώτο μέλος είναι ίσο
με

2⋅ 1
2

∫
1

f(u)du =
1

∫
1

f(u)du = 0.

• Για x > 0 είναι ex > 1 και ex−1
x
> 0⇔ f(x) > 0,ενώ

για x < 0 είναι ex < 1 και ex−1
x
> 0⇔ f(x) > 0

• Για x = 0 έχουμε f(0) = 1 > 0.
Αφού η f είναι κυρτή, η f ′ είναι γνησίως αύξουσα. Συνε-
πώς, για x > 0 είναι f ′(x) > f ′(0)⇔ 2f ′(x) > 1 και αφού
f(x) > 0 για κάθε x > 0, παίρνουμε

2f ′(x)

∫
1

f(u)du > 0.

Αυτό σημαίνει ότι δεν υπάρχουν λύσεις της δοσμένης εξί-
σωσης για x > 0. ΄Ομοια, για x < 0, είναι f ′(x) < f ′(0)⇔
2f ′(x) < 1 και αφού f(x) > 0 για κάθε x < 0 προκύπτει
ότι:

1

∫
2f ′(x)

f(u)du > 0⇔
2f ′(x)

∫
1

f(u)du < 0.
Συνεπώς δεν υπάρχουν λύσεις της δοσμένης εξίσωσης για
x < 0. ΄Αρα η μοναδική λύση της αρχικής εξίσωσης είναι η
x = 0. ∎
Εφαρμογη 17. Αν α > 1, η συνάρτηση f ∶ R→ R είναι
κυρτή και f(1) = 1, να λύσετε την εξίσωση
(a − 1)∫ x

a

f (t) − 1
t − 1

dt = (f (a) − 1) (x − a) , x > 1
Λυση

Προφανής ρίζα της εξίσωσης είναι η x = α. Θα αποδείξου-
με ότι είναι η μοναδική. ΄Εστω ότι υπάρχει και άλλη ρίζα
x ≠ α με x > 1. Θεωρούμε τη συνάρτηση

g(x) = ∫ x

α

f(t) − 1
t − 1

dt , x > 1.
Είναι g′ (x) = f(x)−1

x−1 και

g′′(x) = f ′(x)(x−1)−f(x)+1
(x−1)2

= f ′(x)(x−1)−(f(x)−f(1))
(x−1)2

=
= f ′(x)(x−1)−f ′(ξ)(x−1)

(x−1)2
= f ′(x)−f ′(ξ)

x−1 > 0

Η συνάρτηση g είναι λοιπόν κυρτή. ΄Ετσι, η εξίσωση γρά-
φεται:

(a − 1)∫ x

a

f (t) − 1
t − 1

dt = (f (a) − 1) (x − a)⇔
(a − 1) g (x) = (f (a) − 1) (x − a)⇔

g (x) − g (a)
x − a

= f (a) − 1
a − 1

⇔
g′ (x0) = g′ (a)⇔

x0 = a
διότι η g′, ως γνησίως αύξουσα είναι και 1 − 1.Αυτό όμως
είναι άτοπο, αφού το x0 βρίσκεται από το ΘΜΤ ανάμεσα
στα α και x.∎

Σχόλια

1. Μπορούμε επίσης να βασιστούμε στην ιδιότητα της
εφαπτομένης μιας κυρτής συνάρτησης. ΄Ετσι, αφού η
γραφική παράσταση της g, με εξαίρεση το σημείο ε-
παφής βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη, για κάθε
1 < x ≠ α ισχύει ότι g(x) > g(α) + g′(α)(x − α) (1)
Πράγματι, αφού η g είναι κυρτή και η εξίσωση της
εφαπτομένης της Cg στο σημείο της με τετμημένη α
είναι y−g(α) = g′(α)(x−α), προκύπτει η σχέση (1).

2. Παρόμοια λύση μπορούμε να πετύχουμε αν μελετή-
σουμε τη συνάρτηση της διαφοράς.

Εφαρμογη 18. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = ex
2

. Να
λύσετε τις εξισώσεις:

1. ∫ x
1 f(t)dt+ ∫ x3

1 f(t)dt = ∫ x5

1 f(t)dt+ ∫ x7

1 f(t)dt
2. ∫ x

0 f(t)dt+ ∫ 2x
0 f(t)dt = ∫ 3x

0 f(t)dt+ ∫ 4x
0 f(t)dt

Λυση

1. Θεωρούμε τη συνάρτηση

g(x) = ∫ x

1
f(t)dt με x ∈ R.

Επειδή

g′(x) = (∫ x

1
f(t)dt)′ = f(x) > 0,

η συνάρτηση g είναι γνησίως αύξουσα. Η εξίσωση
παίρνει τη μορφή

g(x) + g(x3) = g(x5 ) + g(x7) (1)
Παρατηρούμε αρχικά ότι οι τιμές x = 0, x = 1, x = −1
είναι λύσεις της εξίσωσης. Θα αποδείξουμε ότι οι
λύσεις αυτές είναι οι μοναδικές.
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• Με x > 1 είναι
x < x5 και x3 < x7.

Επομένως:

g(x) < g(x5 ) και g(x3) < g(x7).
Αυτές με πρόσθεση κατά μέλη δίνουν

g(x) + g(x3) < g(x5 ) + g(x7)
που σημαίνει ότι κανένας αριθμός x > 1 δεν ε-
παληθεύει την εξίσωση (1).

• Με 0 < x < 1 είναι
x > x5 και x3 > x7.

Επομένως, εντελώς ανάλογα παίρνουμε:

g(x) > g(x5 ) και g(x3) > g(x7).
Αυτές με πρόσθεση κατά μέλη παίρνουμε:

g(x) + g(x3) > g(x5 ) + g(x7)
που σημαίνει ότι κανένας αριθμός x , µε 0 <
x < 1 δεν επαληθεύει την εξίσωση (1).

• Με −1 < x < 0 ή με x < −1 εργαζόμαστε ε-
ντελώς ανάλογα. Σημειώνουμε ότι στην πρώτη
περίπτωση θα είναι

x < x5 και x3 < x7
ενώ στη δεύτερη

x > x5 και x3 > x7.
Τελικά, οι μοναδικές ρίζες της εξίσωσης είναι οι

x = 0, x = 1, x = −1.
2. Θέτουμε, αντίστοιχα με το ερώτημα 1.

g(x) = ∫ x

0
f(t)dt

και η εξίσωση παίρνει τη μορφή

g(x) + g(2x) = g(3x) + g(4x)
Προφανής ρίζα είναι η x = 0. Διακρίνοντας τις περι-
πτώσεις

x > 0 ή x < 0
έχουμε αντίστοιχα ότι:

• x < 3x, 2x < 4x. Επομένως:
g(x) < g(3x) και g(2x) < g(4x).

Αυτές με πρόσθεση δίνουν

g(x) + g(2x) < g(3x) + g(4x),
που σημαίνει ότι η εξίσωση δεν έχει θετικές ρί-
ζες.

• x > 3x , 2x > 4x. Επομένως:
g(x) > g(3x) και g(2x) > g(4x)

Αυτές με πρόσθεση δίνουν

g(x) + g(2x) > g(3x) + g(4x),
που σημαίνει ότι η εξίσωση δεν έχει αρνητικές
ρίζες.

΄Αρα η μοναδική ρίζα της εξίσωσης είναι η x = 0. ∎
Σημείωση

Ο τρόπος αυτός εφαρμόζεται για κάθε συνεχή συνάρτηση
f που είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σε ένα
διάστημα ∆.

Εφαρμογές στις εξισώσεις.
Ασκήσεις για εξάσκηση.

Ασκηση 1. Μια συνάρτηση f ∶ R→ R έχει την ιδιότητα

f(3 − x) + f(x + 5) = 0
για κάθε x ∈ R. και είναι γνησίως φθίνουσα. Να λυθεί η
εξίσωση f (x) = 0.
Υποδειξη

Για x = −1 παίρνουμε f (4) = 0, οπότε μια λύση της ε-
ξίσωσης f (x) = 0 είναι η x = 4. Επειδή όμως η f εί-
ναι γνησίως μονότονη, η λύση αυτή είναι μοναδική. ΄Αρα
f (x) = 0⇔ x = 4
Ασκηση 2. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = (35)x+(45)x−1.
1. Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα.

2. Να λυθεί η εξίσωση 3x + 4x = 5x
3. Να λυθεί η ανίσωση 3x + 4x > 5x.

Υποδειξη

1. Η f έχει πεδίο ορισμού το A = R. ΄Εστω x1 < x2.
Επειδή 0 < 3

5 < 1 και 0 < 4
5 < 1, παίρνουμε ότι:

• (35)x1 > (35)x2

και (45)x1 > (45)x2

• (35)x1

+ ( 45)x1

− 1 > (35)x2

+ (45)x2

− 1, δηλαδή
f(x1) > f(x2)
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΄Αρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο R. Η μονοτονία
μπορεί να βρεθεί ευκολότερα με την παράγωγο.

2. Είναι:

3
x
+ 4

x = 5x⇔ 3
x

5x
+

4
x

5x
= 1⇔

(3
5
)x + (4

5
)x − 1 = 0⇔ f(x) = 0.

Παρατηρούμε όμως ότι:

f(2) = (3
5
)2 + (4

5
)2 − 1 = 9 + 16

25
− 1 = 0

οπότε η x = 2 είναι ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0. Ε-
πειδή επιπλέον η f είναι γνησίως μονότονη, η ρίζα
x = 2 είναι η μοναδική. ΄Αρα η μοναδική λύση της
δοσμένης εξίσωσης είναι η x = 2.

3. Είναι: 3
x
+ 4

x > 5
x ⇔ (35)x + (45)x > 1 ⇔ (35)x +(4

5
)x − 1 > 0⇔ f (x) > 0⇔ f (x) > 2⇔ x < 2

Εφαρμογή

Να λύσετε την εξίσωση

5
x
+ 12

x = 13x.
Υποδειξη

Η εξίσωση, αφού διαιρέσουμε πρώτα όλους τους όρους με
13

x, γράφεται στη μορφή:

( 5

13
)x + (12

13
)x − 11 = 0⇔ f(x) = 0,

με

f (x) = ( 5

13
)x + (12

13
)x − 1.

Μοναδική ρίζα είναι τελικά η x = 2.
Ασκηση 3. Δίνεται μια συνάρτηση f ∶ R∗ → R με την
ιδιότητα

f(x) − f(y) = f (x
y
) για κάθε x, y ≠ 0.

Αν η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα, τότε:
1. Να αποδειχθεί ότι ορίζεται η f−1.

2. Να λυθεί η εξίσωση

f (x) + f (x2 + 3) = f (x2 + 1) + f (x + 1
3. Αν επιπλέον είναι f(x) > 0 για κάθε x > 1, να απο-
δειχθεί ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα(0,+∞).

Υποδειξη

1. ΄Εστω α,β ≠ 0 με f (α) = f (β). Τότε:
f(α) − f(β) = 0 ⇔ f (α

β
) = 0 (1)

Αλλά η δοσμένη σχέση για x = y = 1 δίνει:
f (1) − f (1) = f (1)⇔ f (1) = 0.

Επειδή η εξίσωση f(x) = 0 έχει μοναδική ρίζα, αυτή
θα είναι η x = 1. ΄Αρα η (1) δίνει: α

β
= 1 ⇔ α = β

Επομένως η f είναι 1-1, οπότε ορίζεται η f−1.

2. Είναι:

f(x) + f(x2 + 3) = f(x2 + 1) + f(x + 1)⇔
f(x) − f(x2 + 1) = f(x + 1) − f(x2 + 3)⇔

f ( x

x2 + 1
) = f ( x + 1

x2 + 3
) f ∶ 1−1⇔

x

x2 + 1
= x + 1

x2 + 3
⇔

x3 + 3x = x3 + x2 + x + 1⇔ x2 − 2x + 1 = 0⇔ x = 1
η οποία είναι δεκτή.

3. ΄Εστω α,β > 0 με α < β. Θα αποδείξουμε ότι
f (α) < f (β). Είναι:

f(β) − f(α) = f (β
α
) > 0,

διότι β
α
> 1. ΄Αρα f (α) < f (β), οπότε η f είναι

γνησίως αύξουσα στο (0,+∞) .
Ασκηση 4. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = ex+x3+x+1.
1. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται.

2. Να λύσετε την εξίσωση

ex
2
−x
+ (x2 − x)3 + x2 − 2x = ex+3 + (x + 3)3 + 3.

Ασκηση 5. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

1. (2x2

+ x2
+ 1)3+2x2

+x2
+1 = (2x+2 + x + 3)3+4⋅2x+x+3

2. (ex−1 + x − 3)5 + (ex−1 + x − 3)3 + ex−1 + x = 0
Ασκηση 6. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = 2x lnx−x2+1.
1. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού A της f , η f ′ (x) και η

f ′′ (x).
2. Να μελετηθεί η f ως προς τη μονοτονία και να βρεθεί
το πρόσημο της f .

3. Να λυθεί η εξίσωση 2 lnx = x2
−1
x

.

4. Αν 0 < x ≠ 1, να αποδειχθεί ότι x lnx
x2
−1
< 1

2 .
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Υποδειξη

1. Πρέπει x > 0, οπότε το πεδίο ορισμού της f είναι
A = (0,+∞). Επιπλέον:

• f ′ (x) = (2x lnx − x2 + 1)′ = 2 lnx + 2 − 2x,
x > 0.

• f ´́ (x) = (2lnx + 2 − 2x)́ = 2
x
− 2 = 2(1−x)

x

2. Για να μελετήσουμε την f ως προς τη μονοτονία,
πρέπει να βρούμε το πρόσημο της f ′. ΄Ομως η ε-
ξίσωση f ′ (x) = 0 δεν λύνεται με αλγεβρικές μεθό-
δους. Για τον λόγο αυτό εκμεταλλευόμαστε το πρό-
σημο της f ′′. ΄Ολη αυτή η διαδικασία ενσωματώνεται
στον πίνακα προσήμου. Στο (0,1) είναι f ′′(x) > 0

και στο (1,+∞) είναι f ′′ (x) < 0. Επομένως η f ′

είναι γνησίως αύξουσα στο (0,1] και γνησίως φθί-
νουσα στο [1,+∞). Από τη μονοτονία της f ′ και
από το γεγονός ότι f ′ (1) = 0 παίρνουμε ότι: για
x < 1 είναι f ′ (x) < f ′ (1) = 0 και για x > 1 είναι
f ′ (x) < f ′ (1) = 0. ΄Αρα η f είναι γνησίως φθίνουσα
στο (0,+∞) (αφού είναι συνεχής και στο x0 = 1).
Ακόμα είναι:

• x < 1⇔ f (x) > f (1)⇔ f (x) > 0
• x > 1⇔ f (x) < f (1)⇔ f (x) < 0

Επομένως η f είναι θετική στο (0,1) και αρνητική
στο (1,+∞).

3. Η πρώτη ενέργεια είναι να συσχετίσουμε τη δοσμένη
εξίσωση με την f . Είναι όμως:

lnx = x2
−1

2x

x>0

⇔ 2x lnx = x2 − 1 ⇔
2x lnx − x2 + 1 = 0 ⇔ f(x) = 0

΄Ομως f (1) = 0 και επειδή η f είναι γνησίως μονό-
τονη, το x = 1 είναι η μοναδική ρίζα της f . ΄Αρα και
η μοναδική ρίζα της εξίσωσης είναι η x = 1.

4. Η f είναι γνησίως φθίνουσα, οπότε:

•

x > 1 ⇔ f(x) < f(1) ⇔
2x lnx − x2 + 1 < 0 ⇔
2x lnx < x2 − 1 ⇔ x lnx

x2 − 1 < 1
2 ,

αφού x2 − 1 > 0 στο (1,+∞).
•

x < 1 ⇔ f(x) > f(1)
⇔ 2x lnx − x2 + 1 > 0
⇔ 2xlnx > x2 − 1 ⇔ xlnx

x2
−1
< 1

2

αφού x2 − 1 < 0 στο (0,1).
Επομένως: x lnx

x2
−1
< 1

2 για κάθε x ∈ (0,1) ∪ (1,+∞) .

Ασκηση 7. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = (x + 1)e−x + 1

2
x2 − 1.

1. Να βρείτε την f ′ .

2. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

3. Να εξετάσετε αν η Cf διέρχεται από την αρχή των
αξόνων.

4. Να λύσετε την εξίσωση

xe−x + e−x +
1

2
x2 = 1.

Ασκηση 8. Δίνεται η συνάρτηση

f (x) = (x + 1) lnx − 2 (x − 1) .
1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της f , την f ′ και τηνf ′′.

2. Να βρείτε τη μονοτονία της f ′.

3. Να λύσετε την εξίσωση f ′ (x) = 0.
4. Να βρείτε τη μονοτονία της f

5. Να λύσετε την εξίσωση

(x + 1) lnx = 2 (x − 1) .
Ασκηση 9. Να λύσετε τις εξισώσεις:

1. ex + x2 = x + 1
2. ex = 1 + ln(x + 1)

Ασκηση 10. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστά-
σεις των συναρτήσεων f (x) = ex − 1 και g(x) = x − x2

έχουν ένα ακριβώς κοινό σημείο και κοινή εφαπτομένη στο
σημείο αυτό.

Ασκηση 11. Να λύσετε τις εξισώσεις:

1. 3x + 4x = 5x
2. 5x + 12x = 13x
3. 3 ⋅ 2x + 4 ⋅ 3x = 3 ⋅ 6x
4. 2 ⋅ 5x + 5 ⋅ 4x − 5 ⋅ 6 x = 0

Ασκηση 12. Να λύσετε τις παρακάτω εξισώσεις:

1. 2ex + e−2x = 1 + 2e−x + 2xe−x
2. ex (x + 1 + ln(x2 + 1)) = 1
3. 2x + 3x + 4x = 9x
4. 6x2 lnx = 2x3 + 3x2 − 6x + 1

Ασκηση 13. Να λύσετε τις εξισώσεις:
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1. x4 − 12x2 + 24 − 24συνx = 0
2. x5 − 20x3 + 120x = 120ηµx
3. 2ex = 2 + 2x + x2
4. ln(x + 1) = x − x2

2 +
x3

3

Ασκηση 14. Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστά-
σεις των συναρτήσεων:

f(x) = x2(6 lnx − 1) − x3 − 2
και

g(x) = x3 + 2x2 − 6x − 1,
έχουν ένα μόνο κοινό σημείο.

Ασκηση 15. Δίνεται η συνάρτηση

f (x) = αx
− x, 0 < α < 1.

1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

2. Να λύσετε την εξίσωση

αx2
−4
− αx−2 = x2 − x − 2.

Ασκηση 16. Αν x > 0 και α > 1, να λύσετε την εξίσωση
xx = αx+α2

.

Ασκηση 17. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = (1 − x) lnx + 1

x
+ x − 2.

1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

2. Να λύσετε την εξίσωση (x − x2) lnx + x2 = 2x − 1.
3. Να βρείτε το πρόσημο της f .

Ασκηση 18. 1. Να αποδείξετε ότι

ex ≥ 1 + x + x2

2
+

x3

6
για κάθε x ∈ R.

2. Να λύσετε την εξίσωση 1 + x + x2

2 +
x3

6 = ex.
Ασκηση 19. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = lnx

x
,

όπου x > 0.
1. Να μελετήσετε την f(x) ως προς τη μονοτονία.
2. Να λύσετε την εξίσωση 2x = x2, με x > 0.

Ασκηση 20. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = 2 lnx + x2 − 1.
1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία.

2. Να λύσετε την εξίσωση:

f(x) + f(x2) = f(x5) + f(x10)
3. Αν α,β > 0 και (α

β
)2 = e(β−α)(β+α), να αποδείξετε

ότι α = β.
Υποδειξη

1. Είναι γνησίως αύξουσα.

2. Το x = 1 είναι προφανής λύση.
• Αν x > 1, τότε x < x2, x5 < x10 και έτσι τελικά

f(x) + f(x2) < f(x5) + f(x10).
• Αν 0 < x < 1, τότε x > x2 και x5 > x10, οπότε
τελικά f (x) + f (x2) > f (x5) + f (x10).

3. Λογαριθμίζουμε και γίνεται ισοδύναμη με την
f (α) = f (β) κλπ

Ασκηση 21. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = { e
lnx

x αν x > 0
0 αν x = 0

1. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f είναι συνεχής και
να την μελετήσετε ως προς τη μονοτονία.

2. Να λύσετε την εξίσωση x4 = 4x με x > 0.
Επαναληπτικές Εξετάσεις 2014.

Υποδειξη

1. Η f είναι συνεχής, γνησίως αύξουσα στο [0, e] και
γνησίως φθίνουσα στο [e,+∞).

2. Η εξίσωση γράφεται f(x) = f(4).
• Με x > e είναι f(x) = f(4)⇔ x = 4
• Με 0 < x ≤ e είναι f(x) = f(4) ⇔ f(x) =

f(2)⇔ x = 2.
Ασκηση 22. ΄Εστω f ∶ (0,+∞) → R μια παραγωγίσιμη
συνάρτηση για την οποία ισχύουν:

• Η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0,+∞).
• f(1) = 1.
• lim

h→0

f(1+5h)−f(1−h)
h

= 0.
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Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση

g (x) = ∫ x

α

f(t) − 1
t − 1

dt, x ∈ (1,+∞) και α > 1.
Να αποδείξετε ότι:

1. f ′ (1) = 0 καθώς επίσης ότι η f παρουσιάζει ελάχι-
στο στο x0 = 1.

2. Η g είναι γνησίως αύξουσα και στη συνέχεια να λύ-
σετε στο R την ανίσωση:

∫
8x2
+6

8x2
+5

g(u)du > ∫ 2x4
+6

2x4
+5

g(u)du
3. Η g είναι κυρτή και ότι η εξίσωση

(α − 1)∫ x

α

f(t) − 1
t − 1

dt = (f (α) − 1) (x −α) , x > 1,
έχει ακριβώς μια λύση.

Εξετάσεις 2013.

Ασκηση 23. Δίνεται η συνάρτηση

f(x) = x3 − 3x(2 lnx − 1) − 4, x > 0
1. Να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα.

2. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, να βρεί-
τε το σύνολο τιμών και το πρόσημό της.

3. Να λύσετε την εξίσωση f(x) = 0.
4. Να βρείτε τους θετικούς αριθμούςa, b, c, αν ισχύει η
σχέση a2 + b2 + c2 = 2 ln(abc) + 3.

5. Να λύστε την εξίσωση:

f(x) + f(x3) = f(x2) + f(x4).
Ασκηση 24. Δίνεται η συνάρτηση

f (x) = 2x + x2 − 2x − 1, x ∈ R.
1. (αʹ) Να αποδείξετε ότι συνάρτηση f είναι κυρτή στο

R.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει α-
κριβώς δύο ρίζες, τις x1 = 0 και x2 = 1.

2. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός αριθμός x0 ∈(0,1) τέτοιος, ώστε η εφαπτομένη της γραφι-
κής παράστασης της συνάρτησης f στο σημείο
A(x0, f (x0)), να είναι παράλληλη στον άξονα x′x.

3. Να αποδείξετε ότι f (x) < 0 για κάθε x ∈ (0,1) και
στη συνέχεια, να λύσετε στο διάστημα (0, 1] την
εξίσωση

∫
x

1
f(t)dt = x − 1.
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